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摘要

提出一种新的基于非线性优化的长宽比未知矩形的位姿测量算法． 该算法利

用矩形顶点对应的 4 个像点，可有效地估计出矩形长宽比，并且给出矩形目标跟

相机之间的相对姿态以及在矩形边长尺度下的相对位置． 在该算法中，为了消除

相对位姿和长宽比对计算精度的相互影响，将原问题分解为求解相对位姿和求解

长宽比两个子问题． 对求解相对姿态子问题建立关于相对位姿的代价函数，采用

SE( 3) 李群的方法对相对位姿进行表示，通过优化代价函数对位姿进行求解; 对

求解长宽比子问题采用二分法搜索最优值的求解方法． 通过实验验证了该算法在

使用 4 个像点进行长宽比估计时的有效性和实时性． 其相对计算误差小于 3%，而

且算法在普通 PC 上可以满足实时测量位姿的需求．
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Abstract
We propose a novel algorithm，based on nonlinear optimization，for calculating the position pose measurement

of a rectangle with an unknown aspect ratio． With only four corresponding corner points of the rectangle，the pro-
posed algorithm can effectively estimate its aspect ratio，the relative pose between the rectangle and the camera，

and the relative position，as determined by the unit length of the side of the rectangle． By separating the calculation
into two steps: the estimations of the relative position-pose and then the aspect ratio，we establish the cost function
of the position pose matrix，which is represented by the theory of the Lie group． By optimizing the cost function，

the position pose matrix is solved，and by using a binary search algorithm we obtain the best estimation of the as-
pect ratio． Our experimental results show that by using four corresponding image points we can estimate the aspect
ratio with less than a 3% error rate． The proposed algorithm can also be run in real-time on a regular PC．
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1 引言

在自然场景中满足矩形约束的图案很常见，比如日常

生活中的地砖、门框、窗户、桌子等． 图 1 中的柜子、抽屉

都是矩形图案，这些图案满足矩形约束但往往长宽比是未

知的． 由于相机拍摄并非垂直于矩形图案，因此图片中的

矩形图案的长宽比不能反映矩形的真实长宽比． 本文提出

一种算法可以利用单幅图像中矩形 4 个顶点对应的像点，

有效地估计出矩形长宽比，同时可以给出矩形目标跟相机

的相对位姿．
通过测量空间中 N 个点以及对应像点来获取相机的

相对位姿是计算机视觉中的常见问题，这也就是所谓 PNP
( perspective-n-point) 问题［1］． 通常 PNP 问题，对应点数目

有很多［2］( 4 ～ 50 个点) ，对应点越多获得的相机位姿估计

就越准确［3］． 对应点大于 5 个时通常采用 DLT( direct line-
ar transformation) 法进行求解［4］，对应点为 4 个或 5 个时，

通常采用基于代数方法求解，根据对应点的分布情况可能

存在多解． 文［5 － 6］给出了对应点为 4 个时的解法，文



［2］和文［7］给出了对应点为 5 个时的解法． 在 PNP 问题

中由于对应点的空间坐标需要通过事先测量来确定，但是

在通常的自然场景中( 如图 1) ，可以看出获取任意点的空

间坐标是很难的，这限制了 PNP 问题在自然场景中的应

用． 为了解决这个困难，我们利用自然场景中的矩形先验

知识来构建坐标系从而确定矩形顶点的空间坐标，但是由

于矩形长宽比是未知的，矩形顶点的空间坐标还是不能完

全确定． 这种不确定性会很大程度上影响位姿求解的精

度，所以该问题不能通过通常的 PNP 算法解决． Haralick
最早给出此类问题的代数解法［8］，高学海等人［9］在此基础

上提出了利用解方程的思想求解长宽比进而求解相对位

姿． 由于位姿( 6DOF) 和矩形长宽比( 1DOF) 未知，所以总

共有 7 个未知量． 该方法利用图像中已知 4 个顶点及其像

点的对应关系建立 8 组方程，通过解方程的方法得到长宽

比和位姿． 该算法在不存在误差的前提下可以给出比较理

想的解，但是当存在误差时给出的解会有很大偏差． 原因

是高学海等人的算法只使用 7 组方程来求解，由于前 7 组

求解时没有考虑误差存在，所有的误差都会累计到第 8 组

方程上，造成解很大程度上偏离第 8 组方程． 翟坤等人［10］

在高学海等人算法的基础上给出了基于坐标转换矩阵的推

导方式，由于还是利用了解方程的思想，得到的结果需要

额外滤波处理来减少误差． 基于以上分析，本文采用基于

非线性优化的方法来解决这些不足，在位姿矩阵的表示上

没有采用通常的欧拉角和单位四元数表示法［11 － 12］，而是

利用了李群的理论［13］． 近些年来发展起来的基于流形和

李群的优化算法非常高效［14］，如文［15 － 16］中应用李群

的表示来估计帧间相机的移动得到了高效的算法． 经过试

验表明，利用李群表示法优化目标函数不但可以快速收敛

而且结果对初值的依赖并不明显，即可以很大范围内收敛

到最优解．

图 1 典型办公室场景

Fig．1 Typical office scene

2 位姿测量算法

2．1 问题建模

以矩形顶点作为原点，宽边作为 x 轴，长边作为 y 轴，

根据右手定则选择 z 轴，建立世界坐标系． 设矩形的长宽

比为 τ，世界坐标系单位的选择不影响姿态求解，求解出

的平移分量为世界坐标系单位下的数值． 简单起见选择宽

边作为单位长度，这样矩形的顶点的坐标可以确定下来，

这里采用齐次坐标表示:

p1 : ( 0，0，0，1) T，p2 : ( 1，0，0，1) T

p3 : ( 1，τ，0，1) T，p4 : ( 0，τ，0，1) T

( ·) T 是向量转置． 设 4 × 4 矩阵 T 是从世界坐标系到相

机坐标系的变换矩阵，这个矩阵由一个 3 × 3 旋转矩阵 Ｒ
和一个 3 × 1 平移分量 t 所组成，通常称矩阵 T 为欧几里得

变换矩阵． K 为相机矩阵，这两个矩阵的表达式为

T =
Ｒ3 × 3 t( )0 1 4 × 4

，K =
fu 0 u0 0

0 fv v0 0








0 0 1 0

( 1)

其中，fu、fv 分别为相机焦距，u0、v0 为基准点．
设 ui 是测量的矩形顶点对应的像点，u'i是根据相机成

像公式计算出矩形顶点的像点，i = 1，2，3，4，则有:

u'i ( T，τ) = π( T·pi ( τ) ) ( 2)

其中: π: Ｒ4→Ｒ2 ．
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( 3)

基于优化的求解算法变成对下面优化问题的求解

T* ，τ* = argmin
T，τ
∑

i
u'i ( T，τ) － ui

2 ( 4)

式( 4) 可以 通 过 牛 顿 法 或 LM ( Levenberg-Marquardt )
法［17］进行迭代求解． 由于迭代过程中需要同时更新 T 和

τ，实验中发现更新 T 和 τ 会彼此互相影响，造成算法收

敛非常慢． 直观上原因也很好理解，因为长宽比对位姿影

响非常大，迭代中位姿始终随长宽比迭代不断变动，而长

宽比也由于位姿的变动难以收敛． 实验中还发现很多情况

只能收敛到局部最优解．
上述分析启发我们，若想得到精度较高的解，必须分

离 T 和 τ 彼此的相互影响． 为此，我们可以对 τ 离散化，

对每个 τ 通过( 5) 式计算投影误差，选取投影误差最小 τ*

作为长宽比的估计式．

F( τ) = min
T
∑

i
u'i ( T，τ) － ui

2 ( 5)

τ* = argmin
τ

( F( τ) ) ( 6)

2．2 给定 τ时求解位姿

τ 固定时，需要求解的只有 T． 迭代求解 T 时需要对

旋转矩阵进行参数化表示． 常用的旋转矩阵表示方法有:

矩阵表示、欧拉角表示、单位四元数表示． 使用矩阵表示

原优化问题变成线性问题，可以通过最小二乘法来进行求

解． 但是由于矩阵表示需要有 9 个参数，所以这种方法并

不适用于对应点较少的情况． 采用欧拉角表示旋转矩阵只

需要 3 个参数，但是由于需要计算三角函数，容易产生数

值不稳定; 更坏的是由于三角函数是非凸的，即使原问题

是凸的，采用三角函数后也会破坏原问题的凸性，造成结

果非常依赖初值的选定． 采用单位四元数表示方法，由于

迭代求解过程中需要同时满足单位四元数的约束，而单位

四元数的约束无论是加入到每次牛顿法或 LM 法迭代中进

行归一化或者加入到目标函数中都会影响收敛速度． 这里

我们采用基于李群的方法表示旋转矩阵 Ｒ 和平移向量 t．
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实验结果表明，在这种表示下优化结果对于初值的选取并

不敏感，可以在很大范围收敛到最优值．
李群满足光滑流形和群两个性质［13］． 三维欧几里得

变换满足李群条件，构成的李群通常被记作 SE( 3) ，群中

的单位元记作 e． 李群通常不是线性的，在局部上可以通

过投影到切空间进行线性化． 由于李群从整体上并不是线

性的，所以不同点的切空间是不同的． 需要指出的是由于

李群满足群的性质，一个重要结论就是不同点切空间可以

由 e 处的切空间确定． 我们这里对李群下面的推导都是只

需要在 e 处的切空间 Ve ． 设 ξ( ξ1，ξ2，ξ3，ξ4，ξ5，ξ6 ) T 属

于 SE( 3) 在 e 点处的切空间 Ve，ξ 是 6 维向量，前 3 维对

应平移，后 3 维对应旋转． 指数映射是从切空间到李群的

映射，式( 7) 定义从 ξ 到 SE( 3) 的指数映射．

T( ξ) = exp

0 － ξ6 ξ5 ξ1
ξ6 0 － ξ4 ξ2
－ ξ5 ξ4 0 ξ3











0 0 0 0

( 7)

e 点附近 T( ξ) 对 ξ 的导数可以紧凑地记作:

T( ξ)
ξ

= 

0 － ξ6 ξ5 ξ1
ξ6 0 － ξ4 ξ2
－ ξ5 ξ4 0 ξ3











0 0 0 0

ξ ( 8)

利用上述表示法进行推导用于高斯牛顿法的迭代公式:

1) 对 E( ξ) 线性化

设

)T 是对 T 的估计，T( ξ)· )T 是真实变换矩阵，求解 ξ

u'i ( ξ) = π( T( ξ) · )T·pi ) ( 9)

E( ξ) = ∑
i

ui － u'i ( ξ) 2 ( 10)

对 ui － u'i ( ξ) 做一阶展开，Ji 是对应的雅可比矩阵

δui ( ξ) = ui － u'i ( ξ) ≈δui ( 0) + Jiξ ( 11)

Ji =
ui ( ξ)

ξ
= π( p)
p p = )T·p i

T( ξ)
ξ ξ = 0

· )T·pi ( 12)

π( p)
p

=
fu / z 0 － xfu / z

2 0

0 fv / z － yfv / z
2( )0 ( 13)

把式( 11) 代入式( 10) 式得到

E( ξ) ≈∑
i

( δui ( 0) 2 + 2ξTJT
i δui ( 0) + ξTJT

i Jiξ) ( 14)

2) 对 E( ξ) 线性化后是 ξ 的线性函数，通过对 ξ 求导

可以求出 E( ξ) 的最小值

E( ξ)
ξ ξ = ξ̂

≈∑
i

( 2JT
i δui ( 0) + 2JT

i Ji ξ̂) = 0 ( 15)

)ξ = － ∑
i
JT
i J( )i

－1∑
i
JT
i δui ( 0) ( 16)

3) 求出的

)ξ 作为更新量，更新

)T

)T = T(

)ξ) · )T ( 17)

上述方法迭代非常有效，通常经 5 ～ 6 步即可完成迭

代，而且每步迭代的计算量也很小． LM 法加入阻尼项以

保证迭代中每步代价函数都能下降，但是阻尼项也会同时

影响二阶收敛速度［19］． 实验中发现在李群表示下 LM 法要

慢于高斯牛顿法，所以没有采用 LM 法．

图 2 是在长宽比为 1 时，从初值( 欧拉角( 0，0，0) T，

平移( 0，0，1) T ) 收敛到真实值 ( 欧拉角 ( 11．46°，17．19°，

17．19°) T，平移( 0．307，0．099，0．667) T ) 时的误差下降曲线．

图 2 高斯牛顿法误差曲线

Fig．2 Error curve using Gauss-Newton method

从图 2 中可以看出误差从 106 下降到 10 －4 只用了 6 步，

每步以 2 位有效数字速度下降，验证了算法非常高效．
2．3 求解长宽比 τ

由于通常被测量矩形的长宽比在一定范围内，不失一

般性，我们设被测量矩形的长宽比在 0．1 到 10 之间． 通过

对长宽比离散采样的方法可以得到一定精度的长宽比的估

计． 例如，在0．1 到10 之间，均匀采样2 000 次，利用2．2 节

的算法，得到每个 τ 对应的像素误差 F ( τ ) ，取其中的

F( τ) 最小值可以得到 0．005 精度的估计． 由于 2．2 节的算

法非常高效，在 PC( CPU Intel Core i5-3470 3．20 GHz，内存

为 4 G) 上实测，对 τ 离散采样 2 000 次后进行估计耗时只

有 0．01 s( ± 0．001 s) ．

图 3 长宽比和像素投影误差关系

Fig．3 The relationship between the aspect radio and the projective error

图 3 是在 τ 真实值为 1．3 时，通过对 τ 进行 2 000 次均

匀采样绘制出的 τ 和 F ( τ) 的曲线图． 从图 3 可以看出

F( τ) 符合拟凸函数的曲线，在真实值处 F( τ) 最小，真实
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值两侧一定范围内逐渐增加，离真实值很远处由于迭代没

有收敛所以开始震荡． 图 4 是 τ 从 0 到 50 采样绘制的 τ 和

F( τ) 的曲线图，可以看出即使是在更大范围内 F( τ) 依然

表现出拟凸函数的特征［18］．

图 4 长宽比和像素投影误差关系( 大范围)

Fig．4 The relationship between the aspect radio and the
projective error ( large scale)

拟凸函数可以通过二分搜索法快速求解最小值． 通过

二分搜索法可以得到精度更高的 τ 值． 设计算法如下:

1) 先对 τ 进行均匀采样得到一组 F( τ) ． F( τ) 小于阈

值 104 作为拟凸函数最小值区间，记为［a，b］．
2) 判断最小值区间中点( a + b) /2 处导数的升降，如

果导数上升 ，最小值区间设为［a，( a + b) /2］; 如果下降，

最小值区间设为［( a + b) /2，b］． 这里通过计算的中点及

其邻近一点的 F( τ) 数值来判断升降．
3) 重复进行步骤 2) 从而不断缩小最小值区间，直到

最小值区间的长度小于事先设定的阈值 0．000 5．

3 实验结果与分析

实验使用的 PC 的 CPU 配置为 Intel Core i5-3470 3．20 GHz，
内存为 4 G． 实验采用 Kinect2［12］作为相机采集图像，表 1
是相机参数以及标定后的内参数．

表 1 相机以及标定参数

Tab．1 Camera specification and calibration parameters

图像尺寸 fu fv u0 v0

1 920 × 1 080 1 109．671 1 108．866 963．175 533．347

为了验证算法有效性和实时性，设计以下 3 个实验．
实验 1 参考文［9］的实验方法，在仿真条件下验证算法位

姿计算的有效性． 实验 2 和实验 3 在存在噪声条件下进行

验证，这里没有模拟噪声而是直接在真实场景下进行算法

验证，因为这样可以更好地验证算法的实用性．
3．1 实验 1

实验1 根据相机成像式( 2) ，从实验模型计算出矩形顶点

的像点坐标． 用矩形顶点的像点坐标作为算法输入计算位姿，

跟实验模型中的位姿进行比较． 为了比较结果方便，位姿用

欧拉角方式给出． 欧拉角采用 x-y-z 方式( 先沿 x 轴转再沿 y
轴最后 z 轴) ，picth 为按 x 轴旋转角度，roll 按 y 轴旋转角度，

yaw 按 z 轴旋转角度． 实验结果如表 2 所示，这里可以看出在

无噪声时算法计算的位姿跟实验模型的位姿是一致．

表 2 实验 1 结果

Tab．2 The result of experiment 1

实验模型 算法输入 算法输出

旋转角度 / ( ° ) 平移 /mm 矩形尺寸 /mm 矩形顶点像点坐标 旋转角度 / ( ° ) 平移 /mm 长宽比

pitch = 20
roll = 15
yaw = 10

x = － 15
y = 25
z = － 1 000

L = 200
W = 100

( 946．53，561．069)
( 1 168．26，601．811)
( 1 152．76，705．818)
( 938．899，661．167)

pitch = 20．000 4
roll = 14．999 6
yaw = 10．000 0

x = － 15．000 5
y = 24．999 5
z = － 999．999 0

τ = 2．00

pitch = － 25
roll = 15
yaw = － 30

x = 20
y = － 30
z = － 1 500

L = 240
W = 100

( 948．38，555．525)
( 806．353，636．922)
( 785．534，576．205)
( 922．959，494．517)

pitch = － 25．000 0
roll = 15．000 0
yaw = － 30．000 0

x = 20．000 8
y = － 29．999 4
z = － 1 500．010 0

τ = 2．40

3．2 实验 2
实验 2 用来验证算法测量自然场景中矩形长宽比的有

效性． 如图 1 所示，选取办公室场景作为待测自然场景，

选取办公柜的一扇柜门为待测矩形，红色圆点标出待测矩

形 4 个顶点，4 个顶点的像素值见表 3．

表 3 柜门顶点的像点

Tab．3 Image pixel of corners of the cabinet door

柜门顶点像点坐标 点 1 点 2 点 3 点 4

U 969 713 738 967

V 663 675 166 106

通过实际测量得到柜门长为 40．8 cm，高为 83．4 cm，

真实长宽比为 0．489 2． 通过本文算法测定柜门长宽比为

0．483 5，所以算法相对估计误差为 1．17% ． 这里的误差可

能是由于给定的矩形顶点像点只精确到像素级造成的．
3．3 实验 3

实验 3 通过处理实时视频用来验证算法的实时性和鲁

棒性． 如图 5 所示，选取棋盘格的顶点作为被测矩形，通

过 Kinect2 采集视频，在实验中将相机固定并不断改变棋

盘格的姿态，通过本文算法实时估计长宽比、投影错误和

相对位姿． 相对位姿的计算结果通过投影世界坐标系的方

式输出到图像中． 为了尽可能地模拟真实环境可能存在的
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误差，实验时大幅度快速移动棋盘格． 大幅度快速移动棋

盘格会造成矩形顶点像点获取存在较大误差，可以用来测

试算法的鲁棒性． 我们采用 10 × 7 的棋盘格进行实验． 棋

盘格内部 8 × 5 的矩形区域作为被测量矩形，矩形长宽比

的真实值为 1．6．

图 5 实验结果

Fig．5 Experimental result

实验 3 共采集了 53 s 的视频，一共处理了 841 帧数

据，平均每秒处理 15 帧数据． 图 6 是长宽比相对误差绝对

值的分布图，纵轴为出现次数． 其中长宽比相对误差在

3%以内的为 797 次( 占 94．77% ) ，长宽比相对误差在 4%以

内的为 828 次( 占 98．45% ) ． 算法在实验 3 测试中有 1．55%
的结果稍大地偏离真实长宽比． 为了分析原因，这里选取

了两幅长宽比相对误差大的代表性图像( 图 7 和图 8) ． 图 7
为沿宽轴旋转 70°，长轴旋转 － 51°，算法测量长宽比为

1．707，比真实值要大 6．6% ; 图 8 为沿宽轴旋转 5°，沿长轴

旋转 －60°，算法测量长宽比为1．546，比真实值小3．4% ． 在

图 7 中矩形其中一边离相机较另一边稍远，在图 8 中矩形

沿长轴旋转要远大于宽轴． 在这两种情况下，矩形顶点提

取误差对长宽比计算影响并不是等权重的． 可以想象当矩

形沿宽轴旋转接近 90°时，矩形像点提取水平方向的误差

对结果影响要远大于竖直方向的误差，所以需要根据姿态

来调整目标函数( 4) 中误差的权重． 在接下来的研究中将

考虑如何通过设计姿态和误差权重的关系来进一步提高长

宽比求解的精度．

4 结论

本文采用非线性优化的方法解决矩形长宽比和位姿同

时估计的问题． 通过把问题转换成优化问题，很容易通过

增加多个对应点提高矩形长宽比估计的鲁棒性; 采用李群

对优化问题中欧几里得变换矩阵进行表示得到了非常高效

的求解算法; 通过分离矩形长宽比和位姿，消除了由于矩

图 6 长宽比相对误差绝对值分布图

Fig．6 Histogram of the absolute error of aspect radio

图 7 误差较大的代表帧( 长宽比过大)

Fig．7 A typical frame of larger absolute error ( bigger aspect radio)

图 8 误差较大的代表帧( 长宽比过小)

Fig．8 A typical frame of larger absolute error ( smaller aspect radio)

形长宽比和位姿都不确定对迭代速度的影响． 通过贴近真

实环境的实验设计，验证了该算法有效性和实时性．
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